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1% partie : Etude de Papplication f,,

1. R est un polynome de R[X| de degré inférieur ou égal a n et admet n+1 racines z,, x1,- -+ , &,

distinctes deux a deux, donc R est le polynome nul.

2. Soit (A, P,Q) € R x P2.

[ AP+Q) = (AP + Q)(xo), -+ (AP + Q)(wn)) = (A\P(z,) + Qz0), - -+, (\P(x5) + Q(z2))
= A fu(P) + [m(Q).

3. (a) P € Kerf,, équivaut a P(z;) = 0, pour tout ¢ € {0,1,---,n}, donc le polynome

T=(X—2,)(X —x1) - (X — x,) divise P; et, comme deg(P) < m et deg(w) = n + 1, donc

il existe Q € P_n_1 tel que P = Q w. D’ou, Kerf,, C{Q 7 ; Q € Py_n_1}. Pour l'autre

inclusion, il suffit de remarquer que le polynome 7w admet x,,z1,--- , x, comme racines.

(b) D’abord Ker f,, et P, sont des sous espaces vectoriels de P,,, puisque n + 1 < m.

x Si P € Kerf,, NP, alors pour tout ¢ € {0,1,--- ,n}, P(z;) =0, et deg(P) < n; et; d’apres

la question 1), le polynéme P est nul. D’ou, Ker f,, NP, = {0}.

* Soit H € P,,. On effectue la division euclidienne de H par 7, il existe (Q, R) € R[X]? tel que

H=Qm+ R et deg(R) < deg(r) =n+1; donc H € Kerf,, + P,. D'ou, P,, = Kerf,, + P,.

Ainsi, P,,, = Ker [, @ Pn.

(¢c) dim(Kerf,,) = dim(P,,) —dim(P,) = (m+1)—(n+1) =m —n.

(X" 7)o<i<cm-n_1 est une famille de polynomes échelonnées de Kerf,,, donc elle est libre; et,

comme son cardinal est égal a la dimension de Ker f,,, donc (X i T)o<i<m-n—1 €st une base de

Kerf,,.

(d) * rg(fm) = dim(P,,) — dim(Kerf,)=(m+1)—(m—n)=n+ 1.

* Comme Im(f,) C R"™™ et rg(fn) = n+1 = dim(R"™), donc Im(f,,) = R*"'. Ainsi,

I’application f,, est surjective.

4. Dans cette question, m < n.



(a) Si P € Kerf,, alors les n + 1 réels x,,zy,--- ,, sont des racines de P deux a deux dis-
tinctes et deg(P) < m < n+ 1, donc P est nul. D’ou, f,, est injectif.

(b) fm étant injective, donc Kerf,, = {0}; et, par suite

r9(fm) = dim(Pn) — dim(Ker f,) = m + 1.

(c) fm est surjective si, et seulement si, 7g(f,,) = dim(R"*1) si, et seulement si, m = n.

5. (a) Pour tout i € {0,1,--- ,n}, deg(L;) =n.

Soit (k,7) € {0,1,--- ,n}.

Si k=i, Li(z;) = [] Exi_—xj):L

o<jen i T ;)

i#k
IT (e — )
0<j<n
sik #£1, H (z1, — ;) = 0; et, par suite L;(1) = = =0.
0<j<n H (i — x;)
7k 0<j<n
i#k

(b) Soit i € {0,1,--- ,n}.
fn(Lz) = (LZ<.’E0),LZ(.T1), aLz(ajn)) == (51',0752',17"' 751',2'7"' adi,n) = (07 707170"' 70)7 le

réel 1 est situé a la (i + 1)°™° place.

La famille (f,(Lo), fu(L1), - , fa(Ly,)) représente la base canonique de I'espace vectoriel R"*1.

(c) Soit (ap, s, ,a,) € R*™ tel que Z%‘-Lz‘ = 0. Donc, pour tout j € {0,1,--+ ,n}, on
=0

a Zaz i(z;) =0 c’est-a-dire Zaz i.; =0 ce qui traduit & a; = 0. D’ow, (Lo, Ly, -+, Ly)

1=0
est une famille libre; et, comme le cardinal de cette famille est égal a dim(P,) = n + 1, donc

(Lo, Ly, -+, Ly) est une base de P,,.
(d) i. D’apres la question 4), I'application f, est bijective de P, sur R""!. Donc, pour tout
Y= (Yo, Y1, ,Yn) € R" il existe un unique polynome P, € P, tel que

fn(Py) =Yy = (ywyla e 7yn)
ii. D’apres la question précédente, f,,(Py) = (Yo, Y1, - ,Yn). Comme P, € P, et (L,, Ly, -+, Ly)

est une base de P, donc il existe (5,, 51, -, 3,) € R"™ tel que P, = Z B;.L;. Et, par suite
i=0

(yo>y17"' ayn n Zﬂz fn z Zﬁi-gi:(ﬁmﬂla”' ;ﬁn) AiIlSi, Pyzzyle
1=0

1=0

2¢me partie : Approximation polyndmiale au moindres carrés

A. On suppose m > n + 1.
1. D’apres la question d-3) de la premiere partie, application f,, est surjective de P, vers

R™". Donc, pour I'élément (yo, y1, -+ ,y,) € R*™1 il existe Q, € P,, tel que
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fm(Qo) = (yoa Y1, ayn)'
2. % Onrappelle que f,,(Qo) = (Qo(o), -+ , Qo(2n)). Pour tout P € Py, &, (P) = Y (i — P(x;))’

n

est positif; et, comme ®,,(Q,) = Z@Z — Qo(x;))? = 0, donc la valeur minimal \,, de ®,,(P)
i=0
lorsque P décrit P, est nulle.

% (Q € P, D,,(Q) = 0) équivaut a (Q € Py, Q) = y;i = Qo(x;), pour tout i € {0,1,--- ,n})
équivaut a ) — Q, € Kerf,.

L’ensemble des polynomes en lesquels cette valeur minimale est atteinte est Q, + Ker f,,.

B. On suppose que m < n.

1. % On pose M = [my] isicy et N = [n”]iiﬁiﬁ Ona M+ N = [m,;; + n”]1<;2§, donc,
M+ N) =[mj; +n; 1]1<]:q = [m;, 1]1<]<q + [n;, Z] sise = =M+ 'N.

« On pose M' = [m ’]] isicp et N'=1[n 73]1<z<q

1<j<r

! ! / /
M'N" = [¢; j]1<i<p, OO ¢;; = g m; . ny et

1<j<r

tnTt I _
N'*M —[du]mq,oudZJ E Ny, /M E M = Cji-

1<j<p
Ainsi, ‘N tM' =t (M'N).
2. (a) Av = "(Py(z,), Py(x1), -, Py(x,)).
(b) Si Av = 0, ot ‘v = (vy, -+ , V), alors pour tout ¢ € {0,1,--- ,n}, P(x;) = 0. Dong, le

polynome P s’annulle en n + 1 points distinctes deux a deux et, comme deg(P,) < m <n+1,

donc P = Z v X ¥ est nul; et, par suite v = 0.

3. % uu-Zuk

* ‘uu > 0 car c’est la somme des réels positifs.

fuu = 0 si, et seulement si, pour tout k € {0,1,--- ,n}, ul = 0 si, et seulement si,

u= ", u1, - ,u,) =0.

4. (a) Par hypothese ‘“AAv = 0 et u = Av, donc ‘uu =" v( "AAv) = 0.0 = 0. D’apres la
question 3) de la méme partie, u = 0 c’est-a-dire Av = 0. Et, en tenant compte de la question
b-2) de cette partie, v = 0.

(b) Comme *AA est une matrice carrée réelle d’ordre m + 1 et vérifie I'implication suivante :
pour tout v € M,411(R), (*AA)v = 0 implique v = 0, on déduit que rg( *AA) = m + 1 et

t AA est inversible.
n+1 n+1

(c) "AA = [cijli<ij<mt1, OU ¢ j = Za:k L]t = Zx , pour tout (i,5) € {0,--- ,m+1}%
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5. Puisque M = 'AA est inversible, MZ = c est un systéme de Cramer. Donc, il admet une
unique solution Z = M~ !e.
6. (a) * Soit v € My,411(R).
g(v) = H(b— Av)(b— Av) = (b — 'w'A)(b— Av) = 'bb — "DAv — v 'Ab+ v 'AAv.
Py(z,) Yo

* On a Aw = = | | =b, donctAAw = tAb.

Poy(n Yn
g(w) = b — "hAw — 'wlAb+ 'w ' AAw = 'bb — "DAw — 'w('Ab— 'AAw) = 'bb — 'DAw.
¢

(b) H(w —v) "AA(w —v) = ("w'A — 'w'A) (Aw — Av)
= twlAAw — 'wlAAv + WlAAw — v tAAv
= fw('Ab) — "WAv + "w'Ab— v tAAv
= g(v) — g(w).
(c) * D’apres les questions b-2) et 3) de cette partie, g(v) — g(w) = (Aw — Av)(Aw — Av) > 0;
et, g(v) = g(w) si, et seulement si, A(w — v) = 0 si, et seulement si, w = v.
7. Soit v € My,111(R).
<Av, b— Aw >= (Av)(b— Aw) = " 'A(b — Aw) = v 'Ab— v PAAw = To(TAb — "AAw)
= .0=0.
Donc, b — Aw € F*. Ce qui justifie que Aw est la projection orthogonale de b sur F' = Im(A).
g(w) = [Ib = Aw|]* = min({[|b — Av|]* , v € Mpi11(R)}.
S (0) b= AVe = gy — Pleo). s — P(0), -~ 3 — o))
©,(P) =Y (4 — P(x))* = b= AV,[* = g(V}).

i=0
9. (a) D’apres la question c-6) de cette partie, pour tout P € Py,

O (P) = g(Vp) 2 g(w) = @ (o).
Et, ®,,(P) = ®,,(P,) si, et seulement si, g(V,) = g(w) si, et seulement si, V,, = w si, et seule-
ment si, P = P,,.

(b) Am = [Ib— Aw|]*.

1 -1 1
1 0 0 4 2 6
10. (a) A= et TAA=12 6 8
1 1 1
6 8 18
1 2 4
4
(b) tAb= 10
2



(c) On pose Z = Y(z,y, 2).
2 +y+32=2 (L)
Le systeme "AAZ = *Ab equivaut a (S) ¢ z+ 3y +42=0 (Ly)
3r+4y+92=1 (Ls)
On effectue les opérations suivantes : 2Ly — L1 — Lo et 2L3 — 3L; — L3, on obtient
20 +y+3z=2
(S) e by+5z=-2.
5y + 9z = —4
20 +y+ 32 =2
On effectue les opérations suivantes : L3 — Ly — L3, on obtient (S) < ¢ 5y + 5z = —2
4z = =2

1=

1

Ainsi, (S) & (z,y, 2 1107

~—

:(1 )

,_.l,_.
ol
o
N[ —=

(d) On a Vp, = , Po=—1X?+ X + I et

sl

s = (1= Po(=1)) + (2= Po(0)) + (1 = Po(1))* + (0 = Py(2))* = %2,

N [—=

La représentation graphique de la courbe de la fonction t — Py(t) et les points (x;,y;) est :

S 1,2 1.0 17
Cpou frowr —52° 4+ 52+ 15




